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Oppgave 1 Oppgave 4 Eksamen Kont2021

La
3 1 1
U={ueR|u=|2|+s|0|+t| 1| ders,teR
0 2 -1

(a) Vis at nullvektoren ligger i U
(b) Vis at delmengden U er ett reelt underrom av R?
(c) Hva er dimensjonen til underromet U?

Lgsningsforslag (a) Det a vise at nullvektoren ligger i U er det samme som a
lgse systemet

0 3 1 1
O = (2| +s|0]+t| 1
0 0 2 —1

for s og t i R. Vi lgser systemet ved a sette opp matriseligningen

1 1 -3
0 1 m — |2
2 -1 0
og radredusere den utvidede matrisen
1 1 ]-3 1 0|—-1
0 1 |-2|~1]01|-2
2 =110 0 0| O
Altsa ser vi at
0 3 1 1
0)]=12]|—-1]0] =21
0 0 2 -1

og dermed er nullvektoren i U.

(b) For & veere et underrom av R® m& U oppfylle folgende tre betingelser

0
(i) Nullvektoren 0 = |0| € R? ligger i U.
0
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(ii) For alle vektorer u og v ii U ligger ogsa summen u+ v i U.

(iii) For alle vektorer u i U og alle skalarer ¢ € R ligger ogsa skalarproduktet cu
iU.

For a spare oss for mye arbeid, sa kan vi observere fra (a) at

3 1 1
20 =10 +2] 1
0 2 -1
dermed far vi
3 1 1
U={ueR®|u=|2|+s|0]|+¢t| 1 | ders,tecR
0 2 -1
1 1
={ucR|u=(s+1)|0|+(t+2)| 1 | ders,teR’
2 -1
1 1
={ueR|ju=s 0|+t | 1| ders,t'eR
2 —1
1 1
altsa er U lik utspenningen sp< |0, | 1 , som vi vet er et underrom.
2 -1

(c) U er utspent av to vektorer som er linezert uavhengige, sa da er dimensjonen
lik 2.
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Oppgave 2 Oppgave 7 Eksamen Kont2021

La My vaere vektorrommet bestaende av alle reelle 2 x 2—matriser, altsa

weqle

og la Ps veere vektorrommet bestdende av polynomer av grad mindre enn eller

o= (o 8]-[o o5 o] 6 9]

er en basis for My (dette er standardbasisen for My).

a,b,c,deR}

(a) Vis at

La C = (1, 2,22, 2®) veere standardbasisen for Ps, og la T': My — Ps veere lineser-
transformasjonen gitt ved

T([Z ZD =2a+ (b—d)x—(a+c)r* + (a+b—c—d)z®.

(b) Finn standardmatrisen A til linesertransformasjonen 7.
(¢) Finn en basis for bildet til 7" og en basis for kjernen til 7T'.
(d) Er T surjektiv? Er T injektiv?
Lgsningsforslag.
(a) Ligningen
a b 10 01 0 0 0 0
[c d] e [o o} +b{0 o] ”[1 o] +d[o 1]
viser at hvert element i My kan skrives som en linezer kombinasjon av elemen-
tene i B. Videre ser vi at den eneste maten en slik lineserkombinasjon kan bli

nullmatrisen er hvis a = b = c =d = 0, sa B er linesert uavhengig. Med andre ord
danner B en basis for M,.

(b) For & finne standarmatrisen evaluerer vi 7" pa hver basisvektor og finner koor-
dinatvektoren. Vi har at

T([é SD :2—41;24_1.3:2.14_().1.4_(_1)_;(/,2_'_1_3[:37
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sa forste kolonne i standarmatrisen blir

Tilsvarende utregning for de andre kolonne gir at standardmatrisen blir

2 0 0 O
0 1 0 -1
A= -1 0 -1 0
1 1 -1 -1

(c¢) Radreduserer vi matrisen vi fant i (b) far vi

100 0
010 —1
A~10 01 o
000 0

Siden vi har pivotelement i de tre fgrste kolonnene betyr dette at en basis for bildet
er gitt ved & anvende T' pa de tre forste basisvektorene i B. Dette gir oss basisen

(2 -2+ 2% 0 —2°, —2® — 2%).

vi har kun en kolonne uten pivotelement, sa kjernen blir 1-dimensjonal. Nullrom-
met til A er utspent av vektoren

0

1

ol -

1

Dette gir oss at kjernen til 7" er utspennt av
10 0 1 0 0 0 0 0 1
O[o o]“[o o]*oll 0]“[0 1]_[0 1]'

(d) Funksjonen T' er verken surjektiv eller injektiv fordi kjernen ikke er null og
bildet ikke er hele Ps.
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Oppgave 3 Oppgave 3 Eksamen Kont2019
En linesertransformasjon 7': R? — R? avbilder firkanten med hjgrner i
(0,0), (1,0), (0,1) og (1,1)

til parallellogrammet utspent av

N W
— N W

€T ¢ i

1 2 3 4 1 2 3 4

Finn standardmatrisen [T til T og regn ut 7' ([H ) Finn ker 7. Er T surjektiv?

Lgsningsforslag

7= (o)) I (W)= 2
()=l =l o -

Siden det([T]) = 6 # 0, sa er [T] en inverterbar matrise, og dermed er 7' en
inverterbar linezertransformasjon. Da er ngdvendigvis T' injektiv, og ker(7") = 0.
Av samme grunn er 7T surjektiv.

I
1
O W
—_
o
o
~
VR
1
)
—_
~__—
I

1 . )
{2 Da blir standardmatrisen

Vi beregner
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Oppgave 4 Oppgave 9 Eksamen Var2021

01 .
La A= [q p] (varianter (p,q) = (—2,3), (—4,—=3), (1,6), (=5, —6))

a) Skisser fasediagrammet til differensialligningen Ay =y’

b) Finn alle lgsninger av likningen 3" — py’ — qy = 0.

¢) Finn en lgsning av likningen y” — py’ — qy = 2, y(0) = (5)27 y'(0) = —£

Lgsningsforslag.

a) For a skissere fasediagrammet begr vi forst finne egenverdiene og egenvekto-
lik ZEVPH V§2+4q. For de ulike variantene blir egenverdiene hendholdsvis (1, —3),
(—1,-3), (3,—2), (=2, -3).

— A)x = 0, i de ulike variante-
S . 1 1 1 1 1 1
ne far vi da hendholdsvis ([11 , [_J) <[_1] ) [_J), ([31 , [_2]), og
1 1
=217 =3 )
egenvektorer med negativ egenverdi og utover langs de med positiv egenverdi.
Over tid bgr kurvene bli mer parallelle med den egenvektoren med stgrst

rene. Egenverdiene til A er rgttene til det(A\] — A) = A\? — p\ — ¢, som er
Vi finner egenvektorene ved & lgse (A

For a skissere fasediagrammet tegner vi kurver som beveger seg innover langs
egenverdi. Vi far skisser som ser ut som hendholdsvis

(p,q) = (—2,3) (p,q) = (—4,-3)
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bl

b) Vi har at y er en lgsning av y” — py’ — qy = 0 hvis og bare hvis y = Lﬂ

er en lgsning av Ay = y’. Den generelle lgsningen av Ay = y’ er gitt ved
y(t) = cieMvy + cpe*lvy der vy og vy er egenvektorene vi fant i a) med
egenverdier \; og As.

Den generelle lgsningen blir da y(t) = ce*t + cpe?t.

¢) Vi begynner med & finne en partikuleerlgsning. Metode for ubestemte koeffi-
sienter tilsier at vi ber prove en konstant funskjon y(¢) = A. Putter vi en slik
y inn i difflikningen far vi —gA = 2, sa y,(t) = —% er en partikuleer lgsning.
En generell lgsning blir da pa formen y(t) = —2+c1e’’ +cpe™’, med y/(t) =
ciheMt + cp\pe??t. For & finne lgsningen ma vi da bare lgse systemet

2 P ’
——+c+e=y0)= ()
q 4q

Cl)\l + CQ)\Q = y’(O) = —Z

Lgsningene blir

Co -
(A2 — A1) A3
c P2 c !
1= — G = 19
¢ i
sa lgsningen pa initialverdiproblemet blir y(t) = —% + %e’\lt + etz
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Oppgave 5 Oppgave 7 Eksamen Var2018

Anta at s er en vilkarlg reell konstant. Du kan ikke velge en spesifikk verdi.

(a) Finn koeffisienter p, ¢ € R slik at andreordens lineare differensialliggningen
y'(t) +py' (1) + qy(t) =0

har lgsning y, gitt ved
ys(t) = cos(s + t).

(b) Hva er initialbetingelsene for lgsningen ys ved tiden t = 0 (uttrykt ved s)?

(c) Skriv y,(t) som en lineserkombinasjon av cos(t) og sin(t) (med koeffisientene
avhengig av s).

Lgsningsforslag. (a) Vi finner forst
Yy, = —sin(s +t) og y; = — cos(s +1).

Ved & sette dette inn i differensiallieningen far vi p = 0 og ¢ = 1, og dermed blir
(o) (o) le) 9 o
ligningen
1/
y +y=0

(b) Vi far
ys = cos(s) og y,(0) = —sin(s).

(c) Losningen er cos(s +t) = cos(s) cos(t) — sin(s) sin(t). Her kan man enten lgse
oppgaven ved a bruke trigionometrisk formler, eller bruke den generelle lgsningen
av differensialligningen

yt) = Asin(t) + B cos(t)

og initialbetingelsene fra (b) til & fa A = —sin(s) og B = cos(s).
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Oppgave 6 Oppgave 8 Eksamen Kont2021

Vi ser pa indreproduktet

fog) == [ flo)g(x)d

:27r0

pa rommet C([0, 27]) av kontinuerlige funksjoner fra [0, 27] til R.
(a) Finn en ortonormal basis for U = Sp{cos(x), sin(x)}.
Vink: Husk de trigionometriske identitetene:

sin(z £ y) = sin(x) cos(y) & cos(y) sin(x)
cos(z £ y) = cos(x) cos(y) F sin(z) sin(y)

cos(2z) = 2cos*(x) — 1 = 1 — 2sin’(x)

(b) Regn ut den ortogonale projeksjonen av f(z) = x ned pa U.

(¢) Forklar hvorfor cos(x + m/4) er i U, og finn koordinatvektoren til cos(z + 7/4)
med hensyn pé basisen du fant i (a).

Lgsningsforslag.

(a) Vi begynner med a regne ut (sin(z),cos(x)). Ved & bruke wu-substitusjonen
u = sin(z), du = cos(z)dx far vi

1 2T 1 -0
— / sin(x) cos(x)dr = — / udu = 0.
2m Jo 2m Jo

Siden de to funskjonene allerede er ortogonale danner de en ortogonal basis. For &
fa en ortonormal basis trenger vi kun a skalere dem med lengdene deres.

Vi benytter oss av dobbelvinkelformelen
cos(2z) = 2cos?(x) — 1 = 1 — 2sin?(z),

som gir oss sin?(z) = (1 —cos(2z)) og cos?(z) = 3(1+ cos(2x)). Vi benytter dette
til & finne lengdene av de to funksjonene:



Side 10 av 22 Eksamensregning 19.11.2021 TMA4110

1 2m

| cos(z)||* = 2—/ cos?(z)dx
7 Jo
1 2

= 1 + cos(2z)dx

1 1
. in(22) /2" = -
7T[ac—i—sm( z)/2], 5

1 2
| sin(x)|* = 2—/ sin?(z)dz
7 Jo

1 2T
= — 1 — cos(2x)dx
4m Jo
1 1
=l sin(22) /22" = 5

Utregningen viser at lengdene er begge 1/4/2 . Derfor danner u; = v/2cos(z)
og Uy = ﬂsin(x) en ortonormal basis for U.

(b) Vi beregner projeksjon som
(x, cos(x)) cos(z (x,sin(z)) sin(a) — 0 . -1 .
Feos@? 0 TGz ™) = 1720+ 17

(c) Addisjonsformelen gir
cos(x + m/4) = cos(z) cos(m/4) — sin(z) sin(mw/4).
Dette viser at cos(x 4+ m/4) er en lineser kombinasjon av cos(z) og sin(z), og

cos(z)  sin(z)

Vi 2
1

1
=—u; — -u
9 1 972

cos(z) cos(m/4) — sin(x) sin(w/4) =

skriver det i basis u; og up som i (a).
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Oppgave 7 Oppgave 7 Eksamen Var2016

Temperaturen i Bymarka i lgpet av vintersesongen kan enten veere over, lik, eller
under 0° Celsius. Trondheims skiklubb observerte de fglgende svinginger i tempe-
ratur fra den ene dagen til den neste:

o Hvis temperaturen har veert over 0°, er det en 70% sjanse for at den vil veere
over, og en 10% sjanse for at den vil veere under 0° neste dag.

o Hvis temperaturen har veert lik 0°, er det en 10% sjanse for at den vil veere
over, og en 10% sjanse for at den vil veere under 0° neste dag.

o Hvis temperaturen har veert under 0°, er det en 10% sjanse for at den vil
veere over, og en 70% sjanse for at den vil veere under 0° neste dag.

Etter mange dager med dette mgnsteret i vinter, for hvilken temperatur bgr en
skilgper forberede hans/hennes ski? (Gi sannsynlighetene for de tre mulige tem-
peraturene.)

Lgsningsforslag

Vi begynner med a sette opp informasjonen i en tabell.

Dagen for
Over 0° | Lik 0° | Under 0°
Over 0° | 70% | 10% | 10%
Lik 0° 20% 80% 20%
Under 0°[ 10% [ 10% | 70%

Dagen etter

Her har vi brukt at hver kolonne ma summeres til 100% for 4 fylle ut den manglende
informasjonen. Dette gir den stokastiske matrisen

0.7 0.1 0.1
A=102 08 0.2
0.1 0.1 0.7

Denne matrisen er reguleer, sa vi vet at den resulterende markov-kjeden konver-
gerer mot likevektsvektoren. Vi har fatt spgrsmal om hva temperaturen er etter
mange dager, sa vi kan anta at kjeden har konvergert, og at svaret vil veere gitt ved
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likevektsvektoren. For a finne likevektsvektoren, finner vi egenrommet til egenver-
dien A = 1.

—-0.3 0.1 0.1 -3 1 1 1 1 -3
A—-11=102 =02 02|~ 12 —2 2| ~» 2 —2 2
0.1 0.1 -0.3 1 -3 1
1 1 -3 3 1 0 —1
~~ 0 —4 8| ~ ~ 10 1 —2
0 4 -8 O O 0 0

Altsa er nullrommet utspent av vektoren [1’1 To T3 Shk at r1 = x3 0g x5 = 2x3.
Ved a velge x3 = 0.25 far vi likevektsvektoren

0.25
v=10.5
0.25

Det er dermed mest sannsynlig at temperaturen er lik 0° med 50% sannsynlighet.
Det er 25% sannsynlighet for at temperaturen er over 0° og 25% sannsynlighet for
at temperaturen er under 0°.
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Oppgave 8 Oppgave 9 Eksamen Kont2021

La U veere underrommet

1 0
U=Sp¢|1],]0
1 1

i R3.

(a) Beskriv underrommet U geometrisk, og finn en lineser ligning som har U som
lgsningsrom.

(b) Finn en ortonormal basis for U, og finn punktet i U som ligger naermest punktet

<
Il
W N =

(c) La T: R? — R3? veere lineeertransformasjonen gitt ved T'(x) = Ax, der

1/v2 —1/v2 0
A=|1/v2 1/V/2 0
0 0 1

Beskriv geometrisk virkningen av T', og beskriv geometrisk underrommet

W = {T(u)|ueU}.

(d) Finn den reelle egenverdien til T, og tilhgrende egenrom. Forklar geometrisk
hvorfor T ikke kan ha andre reelle egenverdier.

Lgsningsforslag.

(a) Underrommet U er planet gitt av ligningen = y. Den oppnas fra planet som
er utspent av z—aksen og z—aksen ved a rotere rundt z—aksen med vinkelen 7 /4.

(b) En ortonormal basis til U er gitt ved

]

1=10],u:
u; |1J|,u2

L

Il
1
S
~
RN
|
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Det neermeste punktet er gitt av den ortogonale projeksjonen, og det kan beregnes

som V32 3/
Vaj2| = |32
0

V2 3

0
<V, U1>U1 + <V7 UQ>112 =310 +
1

(c¢) Transformasjonen 7" er en rotasjon rundt z—aksen med vinkelen 7/4. Bildet
av U er gitt av planet som utspennes av y—aksen og z—aksen.

(d) Den tredje standardbasisvektoren ez er en egenvektor med egenverdi 1. Siden
T beskriver en rotasjon med en vinkel ulik 0 og ulik 7, vil T'(u) og u ikke vaere
parallelle, untatt nar u ligger pa rotasjonsaksen, og da vil T'(u) = u. (Merk at hvis
T'(u) = Au for en A ulik 0, er 7'(u) og u parallelle).
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Oppgave 9 Oppgave 4 Eksamen Host2018

Se pa de tre punktene

i R2.
Finn andregradspolynomet p(z) = az?+bz+c som gir gjennom alle disse punktene.

Bruk minste kvadrater metode til & finne forstegradspolynomet ¢(z) = dx + e som
passer best til de tre punktene.

Tegn grafene til p og q.

Lgsningsforslag Vi finner forst andregradspolynomet p(z) = ax?* + bz + ¢ som
passer eksakt til de tre punktene. Da ma vi ha

p(0)=-1, p(l)=1 og p(2)=7,

sa vi kan sette opp ligningssystemet

c = —1
at+ b+ ¢ =
da+ 204+ ¢ =
for koeffisientene i p. Dette systemet har én lgsning: a = 2, b = 0 og ¢ = —1.

Polynomet blir altsd p(z) = 222 — 1.

Na skal vi finne det forsteordens polynomet ¢(z) = dx + e som passer best til
punktene. Hvis g(x) skulle passet eksakt til punktene, ville vi hatt

q(0)=-1, q¢1)=1 og ¢q(2)=T,

som gir felgende ligningssystem for koeffisientene

e = —1
d+ e = 1
2d+ e = 7

Skrevet pa matriseform ser det slik ut:

0 1 -1
11 M 1
2 1 €
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Vi finner den beste tilngermingen til en lgsning ved & bruke minste kvadraters
metode. Hvis vi setter

vet vi at det er det samme som & finne lgsningen pa systemet

AT(Ax —b) =0
eller tilsvarende, lgsningen til
(ATA)x = A™b.
Vi finner
0 1
0 1 2 5 3
ATA:[ 1 11 —l ]
111 5 1 3 3
og
01 2|7} 15
Ty _
Ab_[l 1 1] ; _[7]’

og lgser ligningssystemet
5 3| |d| |15
3 3llel |7

Det har lgsning d = 4 og e = —32. Polynomet er altsé ¢(z) = 4z —

wlut
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Oppgave 10 Oppgave 7 Eksamen Var2019
En projeksjonsmatrise M er en matrise slik at M? = M.

(a) La T: R™ — R™ veere funksjonen gitt ved

T([a:l, Toy oeny $mr)=[$1, T, 0, ... ,O]t.

der m > 2. Vis at T er en linesertransformasjon og finn standardmatrisen [T]. Vis
at [T] er en projeksjonsmatrise, og finn egenverdiene til [T] for alle m > 2.

(b) La M veere en projeksjonsmatrise som ikke er nullmatrisen eller identitetsma-
trisen. Vis at M ikke er inverterbar. Vis at M har egenverdier 0 og 1, og ingen
andre egenverdier.
Lgsningsforslag:
(a) For & veere en linesgertransformasjon, sa ma 7': R™ — R™ oppfylle folgende to
krav

1. T(u+v)="T(u)+T(v) for alle vektorer u og u i R™.

2. T(cu) = ¢-T(u) for alle vektorer u i R™ og alle skalarer ¢ € R.

Vi begynner med a sjekke den forste egenskapen:

La
t
u = {Ul7 Uz, ..., u,,,}
og
t
V= {01, Vo, ..., 11,,,}
Da har vi
t
Tu+v)="T( {ul + 01, U+ Vo, ..., Uyt 1;,,,} )

:[m—l—vl, Uy + vy, 0, ... UT

= [ul, Us, 0, ..., 'u,m][ + {Iﬁl, va, 0, ..., '1,'7”}[
=T(u)+T(v)
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etterfulgt av den andre

T(cw) = T([ews, cus, ... cuy)])
= [eur, cus, 0, ..., 0]
=clu, s 0, ..., 0
— T(u)

For a finne standardmatrisen, anvender vi T" pa standardbasisen for R™.

1 00 0
010 0
7] = [T(e1) T(ez) T(es) T(ewm)] = |0 o o 0
000 - 0

10

Spesielt er [T] = [O 1

]:[formzz

Det at [T)? = [T], altsd at det er en projeksjonsmatrise, sjekkes direkte ved utreg-
ning.

For & finne egenverdiene bruker vi definisjonen [T]v = Av.

U1 I )\’Ul 1
V2 )\Ug
Tlv=|0]| =|Avs| =\v
10 | AUy, |
Dette kan kun veere oppfyllt for A = 1 (og da med vy = vy = -+ = v, = 0), eller

for A = 0 (og da med vy = vy = 0). For m = 2 er [T] identitetsmatrisen, og 1 er
eneste egenverdi. For m > 2 vil bade 1 og 0 veere egenverdier.

(b) Vi har antatt at M ikke er identitetsmatrisen. Dersom M er inverterbar, kan
vi gange likningen M? = M med M~! pa begge sider, far vi M = I, altsi en
motsigelse. Da konkluderer vi med at M ikke er inverterbar.
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La na x veere en egenvektor til M, med egenverdi A. Vi har
Ax = Mx = M?x = \Mx = \’x

En egenvektor er per definisjon ulik nullvektoren, s da gir dette at A = 0 eller
A =1 er de eneste mulige egenverdiene.

Na gjenstar det a vise at M har begge disse egenverdiene.

Hvis Mv # 0 for alle vektorer v = neq0, er M inverterbar. Dette er en motsigelse,
sa det ma finnes v # 0 slik at Mv = 0. Altsa er 0 en egenverdi.

Siden M ikke er nullmatrisen, ma minst en kolonne veere forskjellig fra 0, og da
ma det finnes vektorer v og y slik at

Mv=y+#0

Men i sa fall ma
My = M*v = Mv =My

altsd er y en egenvektor med egenverdi 1. Det betyr at ogsa 1 er en egenverdi.
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Oppgave 11 Oppgave 4 Eksamen Var2017

I denne oppgaven lar vi aj, as, ag og b veere de fglgende vektorene i R*:

1 2 9 4
4 13 31 —17

a= ) A= A=) g b=y
2 9 29 13

(a) Vis at vektoren b er en lineszerkombinasjon av a;, as og as.

(b) La T: R* — R? veere en linezertransformasjon slik at
8 2 -5
T = o]« T = 7] o 7w =[]
Finn T'(b).

Lgsningsforslag

(a) For & vise at b er en lineserkombinasjon av a;, az og ag, ma vi finne reelle tall
c1, co og cg slik at cia; + coag 4+ czag = b. Dette gjgr vi ved a lgse matriseligningen

) 13 9] 4
ay | a | ag] 0:1413 31 (1 _ |17 L
,_ 11 5] 14
c3 9 9 99| L 13

Vi radreduserer den utvidede matrisen til systemet

1 3 91| 4 1 3 9 4 13 9 4
4 13 31| —-17 0 1 —=5|-33 01 —=5/|-33
o d ord
1 1 5] 14 0 -2 —4| 10 0 0 —14| =56
2.9 29| 13 0 3 11| 5 0 0 26 | 104
13 9 4 1 0 7

01 -5 1|-33 01 0]-13
o ard N

0 0 —14|-56 00 1] 4

00 0 0 00 0] O

Altsa ¢y =7, ¢ = —13 og c3 = 4, og dermed

b = 7a; — 13a, + 4as
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(b) Vi vet at T" er en linesertransformasjon, s da kan bruke lineariteten til & fa

T(b) =T(7a; — 13as + 4az) = 7T(a;) — 13T (ag) + 47 (a3)

Ao I



